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Kort om Graphmatica

Graphmatica har funnits ganska linge och det finns ménga andra datorprogram som kan rita
grafer och genomfora ménga av de visuella redovisningar som Graphmatica kan. Anledningen
till att anvéinda Graphmatica bor vara att du vill rita ndgot, inte att du vill berdkna nagot. I sa fall
ar Maxima ett betydligt béttre val. Men vill du rita grafer till enkla eller till komplicerade
funktioner, i rektangulér eller i parameterform, vill du visualisera olikheter eller om du vill rita
riktningsfélt for differentialekvationer, ja da dr Graphmatica ett smidigt verktyg. Dessutom kan

man anpassa kurvor till punkter, s kallad regressionsanalys. Du hittar en svensk version pa
http://www.graphmatica.com

Detta &r en kort introduktion till datorprogrammet Graphmatica som jag sjdlv har dversatt till
svenska. Jag har dven dversatt GeoGebra och en gymnasieversion av Maxima till svenska, sé jag
har en viss overblick 6ver vad dessa program kan utfora. Testa girna olika sétt att anvdnda
Graphmatica 1 din undervisning eller i dina studier, men glom inte att skicka 25 USD till Keith
Hertzer om du anvénder programmet mer dn en manad. Skriv till Keith pa adress
ksoft@graphmatica.com for detaljer.

Nér man startar Graphmatica far man ett sé kallat grafiskt dokument, bestdende av ett
koordinatsystem med en kommandorad 6verst. Dér skriver man in sin funktion y = f(x),
exempelvis Yy = X* sin(pi + X) och trycker pa Enter. Kurvan ritas upp. Om du klickar med hoger
musknapp pa kurvan, sé kan du fa derivatan uppritad direkt. Alla uppritade kurvor har en
algebraisk beskrivning under rullisten till kommandoraden. En stor férdel med Graphmatica ar
att varje ny kurva ritas med annan farg. Se figur 1.
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Figur 1: Graphmatica ritar grafen till y = X - sin (1 + X) samt forsta och andra derivatan.

Alla standardfunktioner och en hel del icke-standard funktioner kan ritas i Graphmatica, och
Graphmatica dr forvanansvart duktigt pa att ta fram derivatan till olika funktionsuttryck lika l4tt
som programmet klarar derivatan till funktionen y = X - sin (% + X) ovan. Testa gdrna
Graphmaticas formaga att bestimma derivata genom att mata in fo6ljande funktionsuttryck pa
kommandoraden och hégerklicka pa kurvan.
Exempel:

_sin(X)

X

,y=x-e",y=x

Thomas Lingefjard Introduktion till Graphmatica 2



Funktioner

Graphmatica har ett antal standardfunktioner. Notationen liknar den man har pa miniréknare.
Kommandot abs(X) ger absolutbeloppet |x|.

sqrt(x) ger kvadratroten av X, Jx.

exp(X) ger exponentialfunktionen €”.

In(x) ger naturliga logaritmen In(X); log(X) ger logaritm med bas 10 log(x).

sin(X) ger sin(X) dér X antingen &r en vinkel i grader eller i radianer.

cos(X) ger cos(X) dér x antingen &r en vinkel i grader eller i radianer.

tan(x) ger tan(X) dir X antingen ir en vinkel i grader eller i radianer.

cot(x) ger cot(X) dr X antingen &r en vinkel i grader eller i radianer.

asin(X) ger arcsin(X); acos(X) ger arccos(X); atan(X) ger arctan(X).

Utover dessa funktioner finns &ven andra som &r mindre vanliga i svensk gymnasieskola. Jag
aterkommer till en del av dessa funktioner i de f6ljande avsnitten. Du kan ocksé definiera dina
egna funktioner under menyalternativet Verktyg — Funktioner. Se figur 2.

Definiera lamplig funktion av en variabel [« eller t):
exempelvis f(x) = cos % eller log2(t)=log(t)/log(2)
Thomasls) = #*sin(1 /xSart{abs(1)
Funktioner definierade i detta Graf Dokument:
Funktionsbibliotek (delat mellan alla Graf D&umenl]:
Lagg Til

Figur 2: Definition av egen funktion i Graphmatica.

Variabler

X, ¥ rektanguléra (kartesianska) koordinater

r,t r och 0 i poléra koordinater

X, ¥, t X och y som funktioner av t i parametrisk form

t, X, dx diff-ekv mode, loser forsta ordningen ODE.
Observera att dx ar dx/dt i dx/dt = f(x, t)

X, Y, dy alternativ notation

d2x, d3x... eller hogre ordning av ODEs

t,X,Y,2,w,dx..dw system av ODEs
t, x1...x4, dx1...dx4  alternativ notation

a,b,cjk fria variabler som anvindaren kan bestimma vérdet pa
Konstanter d konverterar grader till radianer = 71/180
e Eulers konstant =2.718...

pi(ellerp) mw=3.14159...

Notera: Vid uppstart av Graphmatica arbetar alla trigonometriska funktioner i radianer. Du kan
konvertera genom att anvénda konstanten d: sin (45d) = sin (n/4) eller cos (x-d) = cosinus av X, i
grader.
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Extremvarden och skarningspunkter

Forutom derivering, s kan Graphmatica ocksa bestimma extrempunkter for funktioner som du
har ritat i ditt Grafiska dokument. Lét oss borja med att studera funktionen f(x) = 3x — X
Observera att jag har lagt till en kommentar med funktionens algebraiska definition.

| T3ty

\

Viser i figur 3 att funktionen har tva extrempunkter och tre Hitta extrempunkter a )
reella nollstdllen. Under menyalternativet Differentialkalkyl, 1. ¥l en furktion:
hittar du verktyget Bestim Extrempunkter. ... Verktyget hittar 1= — -
omedelbart tre nollstillen och ett minimum och ett maximum, % asmat Il
3. Hitta: =" Molistallen nara punkt

Se ﬁgul‘ 4. " Extremvarden nara punkt

Resultat:

Tup % i

Hall -1.73205081

Figur 4: Extrempunkter till funktionen f(x) = 3x — X’ hittas ldtt av
Graphmatica.

Graphmatica har ocksa ett verktyg for att bestimma skérningspunkter, det finner du under
menyalternativet Verktyg. Vi skall anvénda det for att 16sa ekvationen cos(X) = X och vi borjar
med att rita upp ¥ = cos(X) och y = x 1 samma grafiska dokument och aktiverar verktyget

~iaix
Som vi ser, s& har Graphmatica inget ”'“"" ‘ j' 4115 il .
problem med att bestimma Furkio2 [mcol L s g
16sningen till ekvationen cos(X) = X. - -
Se figur 5. N

Anvénd nu dessa verktyg och:

Bestdm extrempunkter till
funktionen f(x) = x*

Los ekvationen €= x + 3.

Figur 5: Graphmatica 16ser enkelt

ekvationen cos(X) = X.
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Integraler

Graphmatica berdknar alla integraler numeriskt och kan berékna arean under kurvan till alla
funktioner som gar att rita upp. Vilj Integrera under menyalternativet Differentialkalkyl.
Markoren kommer att dndras till ett kors. Positionera dérefter markoren vid den vénstra punkten
i integrationsintervallet, hall nere vénster musknapp och drag markdren lédngs x-axeln till slutet
pa integrationsintervallet och sldpp markoren. Du berdknar arean mellan tva kurvor genom att
placera markoren forst pa ena kurvan direfter pa den andra. Vid integration kommer det fram ett
litet fonster, dér du kan ange mer exakta virden eller definiera funktionerna pa annat sétt.

Exempel 1: Mata in funktionerna y = sin(X) och y = X — 2 och berdkna arean mellan dessa tva
kurvor i intervallet [0, 2]. Med Simpsons metod ger Graphmatica ett bra resultat. Se figur 6.

Sl Graphmatica - E] namngivel dokument E|@|E|
Akiv Redgers Vea Instdlningw Verdtyg Diferentishalyl Hisp I}
DEESD WYX QA H kA HEB

y=x-2 -

T

Funkiionstiyek 1: | pmsinfy]
1| Funkbonsutipck 2 | pen2

v
i | IntegeaFibnx= 0 Tax= [2 Berdking

i | Renkat 341614576 Ahematry | | Stang

Interval: 0o 2,0, Area: 341614654 (Area melan y=sr(x), y=x-2)

Figur 6: Integration mellan tva kurvor i Graphmatica.

Genom att vélja menyalternativet Installning — Integration mm sé kan du bestimma hur arean
skall berdknas, det vill sdga vilken integrationsmetod du vill ha. Dér finns flera olika
integrationsmetoder, men du kan ocksé bestimma noggrannhet och inmatningsmetod. Integralen
nedan dr berdknad med Simpsons metod (10 000 segment) och reglerat antal decimaler under
Instéllning — Integration mm — PunktTabell.

Exempel 2: Berikna

3 1 3 Graphmatica - Ef namnghect dolusment L j =loi =]
x-sinl — |- /|1—X| X .  hebma s wokeys vely Ofasustabl b 0 .

_[ s X d Dl(@[&@{m] N1 | Sl x| K[ [8] sld]An] mBe

0.1 iy=x*sin[lfx)"sqrt (abs (1-x) ) j

B e

Funktonsdiiych 1. |y'ahli.'lhd'wud.".l'l-ad,l

7 Funktionsutipek 2 [coge

LN
. . . . t il Iogra Fidrsm [0 Tdew [3 B :
Graphmaticas resultat vid berikning . I P . S

av den hir svéra integralen ar
korrekt till 6 decimaler. Utdkat antal
decimaler och 6kat antal segment
ger 0kad noggrannhet. Se figur 7.

Trdewval: 0,1 ko 3,0, Ara: §,9RITOSTT (Tnbegr al sy i1 ) Psapb{rl 1z} P

Figur 7: Graphmatica klarar dven besvirliga integraler!
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Olikheter

Graphmatica klarar ocksé av att rita olikheter utan omskrivning. L4t oss anta att vi vill se hur
olikheten x> +y < 3 ser ut. Vi skriver in detta uttryck precis som det ser ut och Graphmatica
levererar foljande — se figur 8.

¥ Graphmatica - Ej namngivet dokument

Ay Redgera Visa Verktyg "l
DEEH&D V[ Y¥Y¥wYX QR <&/ BR

Vid purbt (0,76, 3,27)

Figur 8: Graphmatica illustrerar olikheten x* +y < 3.

Det gar naturligtvis ocksé att visualisera manga olikheter samtidigt, vilket framgar av figur 9. Du
kan prova att skriva in kommentarer eller etiketter i ditt Grafdokument genom att anvinda
verktyget Kommentarer under Redigera.

Migra intres=anta olikheter

\ Y 5
“: + + 4
{ 172+

* Olikheter!
=i

Figur 9: Graphmatica illustrerar 6 olikheter med etiketter.
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Differentialekvationer

Ordinéra differentialekvationer &r viktiga i kurs E. ODE av forsta ordningen y* = f(X, y) har en
enkel geometrisk tolkning. Om vi véljer en godtycklig punkt (X, ), sa kan vi bestimma lutningen
av en tangent genom denna punkt om vi ritar f med y beroende av x.

Via likheten y* = f(X, y) associerar dirmed funktionen f(x, y) en riktning till varje punkt i xy-
planet. Genom att markera riktningen med en liten pil far vi det s& kallade riktningsfaltet. Ett
riktningsfélt 4r ddrmed representationen av lutningen hos alla 16sningar till en specifik
differentialekvation.

Exempelvis, sa dr det mojligt att rita 16sningsféltet for differentialekvationen dy/dt =3t +y
genom att mata in dy = 3Xx +y i1 Graphmatica. Programmet ritar riktningsfaltet i figur 10.

e

Figur 10: Graphmatica visar riktningsfaltet till dy/dt =3t +y.

Nu kan vi ocksa rita in specifika 16sningar dver detta riktningsfilt genom att specificera initiala 16sningar.
Vikan ange att {t=0,y =4}, {t=0,y=-2} och {t=3,y =1} genom skrivséttet

dy=3x+y {0, 4} dy=3x+vy {0, -2} dy=3x+y {3, 1}

1 Graphmatica och vi far resultatet i figur 11.

.

Rk i

Figur 11: Graphmatica visar 3 specifika losningar till dy/dt = 3t +y 6ver riktningsfiltet.
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Matematiska modeller och Kurvanpassning

Inom manga vetenskaper 6nskar man ofta studera samband mellan olika storheter pa grundval av
en insamlad datamingd. Genom att konstruera en matematisk modell som beskriver samband
mellan data i en métserie, vill man f en mojlighet att forsdka forutse vad som skulle kunna gélla
for ytterligare data inom samma orsakssammanhang. Idrottsresultat forandras over tid, det dr ett
vélkant faktum. Lat oss studera hur hdjden for stavhoppet hos den manlige guldmedaljéren 1
Olympiska spel har fordndrats dver tid. I tabell 1 finner vi hojden pd det vinnande stavhoppet for
olympiska spel fran 1900 och fram till vdra dagar.

Tabell 1: Utvecklingen av stavhopp vid Olympiska spel.

Ar 1900 1912 1924 1936 1948 1960 1972 1984 1996

Hojd (m) | 3,30 3,95 3,95 4,35 4,30 4,70 5,64 5,75 5,92

Lat oss nu mata in dessa vdrden i Graphmatica via menyalternativet Visa — Data Plot Editor. Du
fér sdkert justera ditt koordinatsystem for att kunna se punkterna. Se figur 12.

Arkiv  Redigera isa Instaliningar Verktyg Differentialkalkyl Hialp

Dl B|S[m] v | ¥leF]x] alals] Al A EE

[Plottabata
Platta: [Data Plot 1 - Mml

1800 1920 1840 1860 1980

Figur 12: Graphmatica visar punkter som representerar det vinnande stavhoppet hojd i 9 Olympiska spel.

Nu kan vi anpassa en kurva genom den hér punktméngden, en kurva som kan ségas utgéra en
matematisk modell dver den hér situationen. Den skall helst vara sa bra att den kan forutséga
hdjden pa det vinnande stavhoppet vid olympiaden 2008. Lat oss borja med en linje. Klicka pé
knappen Instdllningar och vilj ett polynom av grad 1. Du bor fa samma resultat som i figur 13.

2 Graphmatica - £ namngivet dokumest

Aebiy Bedoers Vea IotSege  Vedtyp  Diferebialalyl s

DFEHSD v ¥¥Yx Gam ~ir -k @R

by = 00,0226 3 55440617 chi®2=0, 135 efter 24999

T T

Gwbel + » fag B ¥ -m

[bta ) L ot ] o]
L ¥

1910 1920 1930 1940 1950 1960 | 1970 1980 1990 |

W purie (1900,3, 4,5}

Figur 13: Graphmatica tar fram en linjér anpassning till de 9 punkterna.

Thomas Lingefjard Introduktion till Graphmatica 8




Observera att korrelationskoefficienten r = 0,955 vilket indikerar att linjen

y =0,0266x — 39,44 stimmer ganska bra med punktméngden. Men vi ser samtidigt att modellen
skulle forutsdga alldeles for laga resultat for senare tiders Olympiader inom ramen for var
dataméngd.

Vi kan testa var matematiska modell H8jd = 0,0266-Ar — 39,44 och se vilken hojd den ger for
sommarolympiaden 2008. Vi gor det genom att anvianda Verktyget Berdkna som du ocksé nér
genom Crtl+E. Skriver du in 2008 pé raden L0s for y, sa ger Graphmatica resultatet 5,94 meter.
Om vi testar med &r 2044 sa ger var modell resultatet 6,75 vilket forefaller lite orealistiskt.

Steve Hooker fran Australien tog guld i stavhopp vid Peking-OS 2008 pa 5, 90 meter men nér
guldet var klart sa begdrde Hooker upp ribban pa olympiska rekordhdjden 5,96 — och klarade i
tredje forsoket. Sa var modell ar relativt bra fram till och med 2008.

Om vi hogerklickar pa var linjdra kurvanpssning, sé kan vi ta bort den och istéllet testa en
exponentiell modell. Den har &nnu béttre korrelationskoefficient och forefaller utgéra underlag
for en béttre matematisk modell 6ver stavhoppets utveckling. Se figur 14.

1% Graphmatica - Ef namngivel dokument
ik Rodgma Ves Instélnngy  Verktyg Offerentislalll b
DEESD v | YYYX Aol <4 K @ W

axp (0, 0049% = 8,02) ° r=0,585729647; chi*Z2=0, 025670108 afcer 24999 iterationer

Vel puri (2000,0, 591008 v = w0, 0040

Figur 14: Har har Graphmatica tagit fram en exponentiell anpassning till de 9 punkterna.

Men skenet bedrar, for om vi trycker Ctrl+E eller véljer verktyget Berédkna, sa ser vi att den hir
kurvanpassningen ger 6,16 meter for OS 2008 och sparar ut helt for den vinnande héjden vid OS

2044! Sa vér linjéra kurvanpassning tycks trots allt vara bést av de kurvanpassningar som star till
buds.

Aven ett mer fullvuxet kurvanpassningsprogram som CurveExpert gér bet pa den hér
datamidngden om man inte styr upp kurvanpassningen ganska hért. CurveExpert levererar
uttrycket f(x) = a-x ™. Hir dr a = 2622301,5 och b =-3409,2476. Men éven med denna
kurvanpassning far vi sémre resultat for 2008 och 2044.

Det &r viktigt att man alltid validerar den matematiska modell man har tagit fram gentemot kidnda
resultat utanfér doménen. Vad vi kan sédga om den linjira modell som Graphmatica rdknade fram
till oss, dr att den tycks gélla relativt bra inom tidsperioden 1900 — 2008. Innan och efter den
tidsperioden blir modellen hogst oséker, exempelvis skulle stavhopparna runt 1744 enbart ha
hoppat 0 meter hogt. Det faktum att en matematisk modell enbart géiller inom en viss domén ar
sant for manga matematiska modeller.
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Newtons avsvalningsmodell

Ett exempel pa forsta ordningens differentialekvation &r Newtons avsvalningsekvation som kan
modellera avsvalning exempelvis en byggnad till vilken ingen viarme tillfors eller av ett objekt
stdende i en konstant temperatur. Ekvationen kan skrivas:

dT

—=c(T,-T

T efr, )

Hir representeras foremalets temperatur av parametern T, och uppvarmningen/avsvalningen av
temperaturderivatan dT/dt (med dimensionen grader per tidsenhet). Omgivningstemperaturen
representeras av Ty. Konstanten ¢ har dimensionen (1/tidsenhet).

Vi skall studera ett klassiskt exempel, en serie av fiktiva métvarden som vi latsas &r uppmatta for
en kopp med 60-gradigt kaffe som stélls utomhus. Utetemperaturen dr 0 grader Celsius.

Tabell 2: Avsvalnande kaffe

Tid(minuter | Grader (Celsius) | Denna dataméngd ser ut pa foljande sétt om vi matar in den i
0 60 Graphmatica — se figur 15:
5 46 |
10 38 60
15 31,5
20 27 0
25 22 |
30 19 20
35 16 T
40 13,5
45 11 | 30
50 9
55 7.5 20
60 6
65 5 10
70 4 i
75 2,5
8 0 l (o] 1‘0 2‘0 3‘0 4‘ 0 5‘ 0 6‘0 7‘0 E‘“) 99;
85 1
90 0.1 Figur 15: Graphmatica visar punkter som representerar avsvalnande kaffe.

Vi viljer en exponentiell anpassning och begér kurvanpassning — se figur 16:

Teo 1\
\

|50

\ = exp(-0,0525x + 4,45) * r=0,92932371

o\

130

20

10 U

0 10 20 30 40 50 60 W‘thof_
+ f + + + + T *

Figur 16: Graphmatica visar punkter och exponentiell regressionslinje.
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Hur bra ér egentligen denna anpassning? Réknar Graphmatica korrekt? Vi later GeoGebra
(www.geogebra.org) och Maxima(http://www.moglestu.vgs.no/maxima/) ta fram en
regressionslinje for samma dataméngd.

160

86.05 e~(-0.05 x)

20

Figur 17: GeoGebra ger den exponentiella regressionslinjen f(x) = 86,05 - %,

90 ‘ ‘ ‘
y = 86.1€"(-0.0525x)

Figur 18: Maxima ger ocksa den exponentiella regressionslinjen f(x) = 86,05 -e %

Skillnaderna ovan mellan resultaten fran GeoGebra och Maxima beror enbart pa antalet
decimaler vi har instéllt och eftersom vi kan skriva om Graphmaticas resultat enligt

f(x) = Q(0.0525x14.45) _ (445 (005250 _ g o(-0.05250)

sa ser vi att de tre programmen levererar samma resultat.
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Kurvritning

Det ar létt att hitta datorprogram som ritar kurvor av enkla funktionsuttryck, som deriverar och
integrerar. Det &r till och med ganska litt att hitta program som kan rita riktningsfalt till ordinéra
differentialekvationer. Men det ar ganska svért att hitta datorprogram som kan rita kurvor till
funktionsuttryck av typen X’ +y® = 3xy. Men det klarar Graphmatica. Skriv bara in uttrycket
x"3+y”3=3xy i kommandoraden och du bor f4 samma resultat som i figur 19, fransett farger och
instéllning av koordinatsystemet.

5 Graphmatica - £ namngivet dokument
Aibey Redgera Vsa Iretiinnger  Verityg Oifferentiskallod  Hisip

DEESDH P X QaHl k4~ R

Vid purbt (3,78, 4,36)

Figur 19: Graphmatica ritar grafen till X’ +y* = 3xy

Det innebér att Graphmatica kan anvéndas till att undersoka alla mojliga kurvor pa olika sitt.
Men alla program klarar inte av att rita upp kurvan ovan, atminstone inte i kartesiska
koordinater. Det hér problemet kan vi emellertid komma runt genom att undersoka sé kallad
parametrisk form. En parametrisk kurva i planet bestér av ett par av funktioner

x = 1(t)

y=9(

dér de tva funktionerna definierar ordnade par av (X, y). Dessa tva ekvationer kallas for
parameterframstéllning av en kurva, eller for kurvans definition pd parameterform. Kurvans
utstridckning beror pa hur t dr definierad och i allmdnhet méste man definiera t for att kunna rita
en kurva pa parameterform. I manga tillimpningar sa kan vi tinka oss att X and y “’varierar med
tiden t” eller att t beskriver en rotationsvinkel som en kurva ror sig utefter.

Det dr ofta fordelaktigt att ta en relativt komplicerad ekvation beskrivande ett samband i
rektanguldra koordinater och skriva om detta i parametrisk form. En cirkel med radie r och
medelpunkt (X, Yo) har ekvationen X = X + r-cos t, y =y, + r-sin, 0 <t < 2xt. Hela cirkeln kan
inte beskrivas med en ekvation av formen y = f(x) eftersom tva olika y-vérden hor till varje x da x
tillhor det 6ppna intervallet (Xo - I, Xo + r). Daremot kan exempelvis den 6vre halvcirkeln
beskrivas av en sddan ekvation.

Manga kurvor dr inte funktionskurvor och ett sétt att beskriva dem é&r p& parameterform. Det kan
vara naturligt &ven av andra skél. Kanske 4r t en tidpunkt och (X, ¥) koordinaterna for den
position en partikel befinner sig i vid tidpunkten t. Aven om kurvan ir en funktionskurva ger
parameterformen da mer information om partikelns rérelse &n motsvarande ekvation pa formen
y = f(X). Den senare ger ju bara information om det spér partikeln lamnat. Jag skall hir forsoka
visa pé det underliggande och grundldggande samband som finns mellan kurvor i rektangulér
och parametrisk form.
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Exempel 1: Vi borjar med uttrycket x =t + @, y = kt + b och far genom att sittaa=0,b =0, k=
{-3,-2,-1,1,2,3} och t={-10, 10} foljande figur i Graphmatica. Observera kurvskaran i figur
16 med varje linje passerande genom (0,0) dér k &r identisk med lutningen hos respektive linje.

5 Graphmatica - Ej namngivel dokument : EI@EI
Abiv Redgers Vs lnstaiings Verltyg Diferentishabl Hodlp

DFEESD P Gl kit R

Xk =t ; y =3t (=10, 10} -

Vid punkt (0,207, 3,96)

Figur 20: Parametrisk kurvskara

Det kanske alltid #r sa att K = m? Vi testar detta genom att sitta a = 2, b = 2. Aterigen far vi en
kurvskara dér K &r lutningen och som gar genom (2, 2). Vi gér vidare och later k vara ofordndrad
men dndrar a och b. Vi sitter exempelvis a = 2 och b = -3. Resultatet &r en liknande kurvskara
som i figur 1, men genom (2, -3). Slutsatsen blir att m =k och (a, b) ar en punkt pa linjen. Vi
generaliserar detta till foljande algebraiska samband.

Utga ifran den parametriska formen x =t + a och y = kt + b, och den rektanguldra formen y = mx
+ ¢ och substituera enligt:

(kt+b)y=k(t+a)+c kt+b=kt+ka+c b=ka+c b-ka=c

Sélunda &r (a, b) en punkt pa linjen, K &r linjens lutning, och b - ka dr skdrningspunkten med y-
axeln.

Exempel: Skriv en parametrisk ekvation for linjen genom (7, 5) med lutning 3. Skissa grafen till
kurvan.

Losning: Vi har att (a, b) = (7, 5) &r en punkt pa linjen och att k = 3. Den parametriska
ekvationen blir X =t+ 7 och y = 3t + 5. Se figur 21.
1o4 Yy
10|
5 s
0 3
-10 -5 o 5 10

-10|

Figur 21: Parametrisk kurva

-15|
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Observera att den parametriska ekvationen ovan inte dr den enda som uppfyller villkoret.
Exempelvis sa ger parameterframstillningen X =t + 1 och y =3t - 13 samma linje.

Det innebdr att formen x =t + a, y =kt + b inte ger en entydig 16sning.

Men det kan vi rétta till. Eftersom b - ka = ¢ och ¢ representerar skdarningen med y-axeln i
rektangular form, sitt (a, b) = (0, ¢) = (0, b - ka).

Det ger den mer generella framstéllningen X =t, y =3t - 16.
Har ar x =t, och y = kt + ¢ dér K &r lutningen och ¢ skidrningen med y-axeln.
Exempel: Skriv linjens ekvation i rektangulér form.
Losning: (a,b)=(7,5,m=3,c=b-ka=5-3(7)=-16
Vi far: y = 3x — 16. Se figur 22.

ok
24

10|

X

-10 -5 0 5 10

-10|

-15)

Figur 22: Samma kurva i kartesiska koordinater
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Trigonometrisk tillampning

En cirkel kan ocksa uttryckas pa parametrisk form. Vivetatt X=r -cos ©,y=r:sin9,0< O <
27 representerar cirkeln x> + y? = r?, ddr © kallas parameter och punkten P (r -cos ©, r ‘sin O)
kallas punkten "©" pa cirkeln x> + y? = r2, I den ”vanliga” enhetscirkeln dr r = 1.

Men alla cirklar har inte centrum i origo. Sa hur skriver vi cirkeln (x - h)? + (y - k)> = r? pa
parametrisk form?

Varje punkt pa cirkelperiferin kan representeras av
X=h+r-cosO, y=k+r:sin9, 0< ©6 <2rn

Dirigenom blirx=h+r :cos ©, y=Kk+ r :sin ©, 0 < © < 27 representationen av cirkeln
(x-hy +Hy-kP=r.

Precis som tidigare sa kallas © for parameter och punkten ((h +r) - cos ©, (kK + r) - sin ©) kallas
punkten "O" pa denna cirkel.

Exempel:

Bestdm den parametriska ekvationen for cirkeln x* +y*=5

Losning: Den givna cirkeln &r x? + y? = 5. Vi vet att parameterframstéllningen av cirkeln
X2+Yy?=r> &rXx=r-cos©,y=r-sin0, 0< © <2m.
Vi identifierar att r = V5. Det ger att parameterframstillningen av X2 + y2 = 5 r

x=15-cos0, y=15:inO, 0 < O < 2.

Exempel:

Bestdm den kartesiska ekvationen for kurvorna x=p + ¢ -cos ©,y=q + C sin O, dér O ér
parameter. Representerar detta uttryck en cirkel? Bestdm i sa fall centrum och radie.

Losning:

Viharattx=p+c:cos©,y=Qq+Cc:sin© => X -p=Cc-cosO,y-q=C:sin O
For att eliminera parametern O, sa kvadrerar vi och adderar pa ett lampligt sétt och far

(X-p)*+(y-Qq)>=c?- (cos® O +sin? O) (trigonometriska ettan) => (X - p)* + (y - )> = c?, vilket
representerar en cirkel med centrum i (p, () och radie=| c|.
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Analytisk framstéllning

Vi kan ocksa anvinda verktyget derivering, for att skissa en kurva i parameterform. Denna
metod r speciellt anvindbar nér vi har mer komplicerade uttryck, som inte omedelbart later sig
Oversittas till exempelvis rita linjer eller cirklar.

, Xx=t>+2t
Exempel: Skissera kurvan
teR

y=t’
Losning: Vi undersoker X och y var for sig och skaffar oss en uppfattning om nér X och y ar
véixande eller avtagande funktioner av t. Precis som nér vi analyserar samma egenskap hos
vanliga funktioner f(x) dr derivering ett utmérkt verktyg for detta. Vi far:

L
dt dt

Vi ser att X dr avtagande for t < -1 och véxande for t > -1, samt att y-koordinaten ar véxande for
alla t > 0. Vi kan déarigenom skissa en kurva, men innan vi gor det kompletterar vi med en
vérdetabell (Tabell 3). Vi far foljande véirden och skiss (med hjilp av Graphmatica). Se figur 23:

Tabell 3: Virdetabell for parametrisk kurva

t X Y o b ]
-5 15 25 ]
-4 8 16
3 3 ol | ii A ]
2 0 4 1
-1 -1 0 s O S SN SUUUUUNE S 111 N SUNT SRR NP i SRS NN A
0 0 0
1 3 10 R Al SR NN AR S
2 8 4 s
3 15 9 i i i i i i i i e
4 24 16 30 -20 Sl S =t
5 35 25 I i L i I ) (I N I N

Figur 23: Parametrisk kurva plottad i Graphmatica

Vi kan ocksa anvédnda derivering for att bestimma en tangent till kurvan i en viss punkt. Det gor
vi genom att analysera varje uttryck for sig enligt féljande exempel: Bestdm en tangent till
kurvan i punkten (3, 1).

. . g . dx dy
Vi har sedan tidigare tagit fram att e 2t+2, i 2t.
I punkten (X, y) = (3, 1) dr t = 1. Det ger att riktningsdndringen i X-led =4 och i y-led = 2.
Tangenten i punkten (3, 1) fir parameterframstéllningen X =3 + 4t, y = 1 + 2t. Se figur 24.

Ed

Losning:

-2

Figur 24: Kurva och tangent plottad i Graphmatica
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Nu har vi en tangentlinje, en rét linje, beskriven i parameterform, och vi kan anvéinda metoden
fran forsta delen av detta kapitel for att transformera tangentlinjens ekvation till kartesiska
koordinater. Men som en beskrivning av hur olika delar av matematiken hianger ihop och
samspelar, skall vi g& en annan vig med hjélp av kedjeregeln. Till detta behover vi definiera ett
samband, en sats:

Sats. Lat C vara en kurva med parameterframstillningen x = x(t) och y = y(t) vilka ar
differentierbara funktioner. Om det existerar en differentierbar funktion f sddan att y(t) = f(x(t))
for t i ndgot Gppet intervall, sa géller att

dy_%

Exempel: Betrakta kurvan

X=t>+1, y=t>—t, —2<t<2

Se figur 25.
&
Vi far att dt

Y3
dt

Figur 25: Parametrisk kurva plottad i Graphmatica.

Vi ser att dx/dt < 0 for t <0 och att dx/dt > 0 for t > 0. Det innebar att x dr avtagande for t <0 och
vixande for t> 0. P4 samma sitt ar dy/dt > 0 nér || > 1/V(3) och dy/dt < 0 for [t < 1/N(3). Alltsa
ar y vixande nr [t > 1/N(3) och avtagande nir |t| < 1/N(3).

Tangentens lutning it =1 ar 7

ﬂ:%i:3t2—1:g:1

Nért=1 ar (X, y) = (2, 0). Tangentlinjens
ekvation blirday — 0 =1(x —2), det vill
sdgay =X — 2. Se figur 26.

Figur 26: Parametrisk kurva och tangent.
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P4 samma sitt blir vér tangentlinje till kurvan x = t* + 2t, y = t* i punkten (3, 1) versatt till
kartesiska koordinater pé foljande vis.

Vi har att dx/dt = 2t + 2 och att dy/dt = 2t vilket ger kvoten (t = 1) (dy/dt) / (dx/dt) = 2/4 = 1/2.

Tangentlinjens ekvation blir f6ljaktligen
y—1=1/2(x-3), det vill sdgay=0,5x—0,5. Se figur 27.

Figur 27: Parametrisk kurva och tangent i kartesiska koordinater.

Man kan ocksa transformera mer komplexa uttryck fran kartesiska koordinater till
parameterform for att kunna rita dem. Betrakta exempelvis det inledande exemplet

X* +y = 3xy )

Som jag redan har hivdat, s& dr denna typ av ekvation svar att avbilda i kurvform utom for
sofistikerade datorprogram, men om vi skriver om den pa parameterform far vi ett uttryck som &r
14tt att rita for ménga olika datorprogram, inklusive for grafiska minirdknare. Lat oss substituera
y=1tx1i(1) sa att vi far

X+t =3¢

X(1+1) =3t
x(1+t)=3t
3t 3t?

X=——;y=tXx=y=
1+t° y y 1+t°

Nu kan vi rita kurvan definierad i (1) genom vér parametriska framstillning och nedan syns den
ritad 1 Graphmatica till vénster medan (1) &r ritad i sin originalform med hjélp av Graphmatica i
figuren till hoger. Se figur 28 (a & b). Uppenbart ér det precis samma kurva, men de flesta
grafiska verktyg klarar inte av att rita denna kurva i orginalform. Parametrisk representation av
kurvor méjliggér med andra ord att vi kan askadliggora visuell representation av kurvor betydligt
lattare.

T o T 2 ] a 5 3 7 7 6 5 4 3 =2 1 T 2

-af -af

Figur 28 (a & b): Kurvan X’ + y* = 3xy, ritad i parameterform till véinster och i kartesiska koordinater till hoger.
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Hér nedan f6ljer nagra mer eller mindre kidnda kurvor som kan uttryckas med hjélp av

parameterframstéllning

Asteroid:
X=a -cos3t
y=a-sin’t

for nagra olika heltalsvérden pa a.

Figur 29: Asteroid ritad i Graphmatica.

Cardioid:

X=1a -(2cos (t) — cos (2t));
y = a +(2sin (1) — sin (2t)) for nigra
olika heltalsvérden pé a.

Figur 30: Cardioid ritad i Graphmatica.

Involute:

X =a(cos (t) + tsin (1));

y =a «(sin (t) - t-cos (1)) for nagra
olika heltalsvérden pé a. Begrinsa
vérdet pa t.

Figur 31: Involute ritad i Graphmatica.
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Spiral

X = (t/10) - cos(t)
y = (/10) - sin(t)

Figur 32: Spiral ritad i Graphmatica.

Bernoullis Lemniskata

acost

"~ 14+sin’t
_asint-cost
1+sin’t

for nagra olika heltalsvérden pa a.

Figur 33: Bernoullis Lemniskata ritad i
Graphmatica

Blombukett

X = a -sin(10t) - cos(t)
y = a -sin(10t) - sin(t)

for négra olika heltalsvérden pa a.

Figur 34: Blombukett ritad i Graphmatica

X
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Stjarna

X =(a - b)-cos(t) + b-cos((a’b-1) ‘t)
y = (a - b)-sin(t) — b-sin((a/b -1) ‘t)

Prova med sma heltalsvarden pa a
och b.

I figuren &ra=>5 och b= 3.

Figur 35: Stjdrna ritad i Graphmatica

Lissajous figurer
X=a-sin (nt+cC)
y=b - sin (1)

Prova med smé heltalsvirden pé a,
b och c. Antalet slingor styrs med
n.

I figurendra=>5, b=4,c=3 och
n=10.

Figur 36: Lissajous figurer ritade i
Graphmatica

Hypotrochoid

X =(a - b)-cos(t) + c-cos((a’b -1)t)
y = (a - b)sin(t) — c-sin((a/b -1)t)
Prova med sma heltalsvirden pa a,
b och sma virden pa c.

I figurendra=>5,b=7,
ochc=2,2.

Figur 37: Hypotrochoid ritad i
Graphmatica
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Samtliga figurer i denna korta introduktion ar skapade med hjilp av Graphmatica. Du kan hitta mer
information om varje uppritad kurva och om ménga andra kurvor via Famous Curves Index pa adress

http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Curves/Curves.html

Kontaktinformation

Professor Thomas Lingefjard vid Goteborgs Universitet

Thomas.Lingefjard@ped.gu.se

Thomas Lingefjard
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